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¢ = (Psing (09)).
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Equation pour le potentiel
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Formulation variationnelle et discrétisation

= On passe a la formulation variationnelle équivalente

(& sing) <

(@V,sing)

Trouver ¢ € H' (Q) tel que ¢ = ¢ing (0Q) et
f oVp.Vy =0 Yy € Hy(Q).
Q
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Convergence des éléments finis nodaux pour le potentiel

Convergence avec A =0.45 Convergence avec 1 =0.15

F T T T B T T T
101 | % 1L W 10316
© g ]
5 i 0.9 ]
g 10—2 5 Eln 0.3 1 0 1
5 : 091
i ] 0.36
103 - 1 10.0316
L | | | ] 1 * ;
1025 102 1015 0.00316 0.01 0.0316
Pas h Pas h

—o— ) () Pr; =€, () P1; —o—€) () Po;—— €, () P2

”(P_(Ph”H(Q) ||(P_(Ph||H1(Q)
1l 2 1Pl @)

e (¢) = ;€ (P) =
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Passage aux équations stationnaires de Maxwell en 2d

= Lorsqu’on se trouve en deux dimensions on peut prendre E = o rot¢

. . N . ‘e 0 0
comme champ électrique, ou 'opérateur rot est défini G5y -5 -
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Passage aux équations stationnaires de Maxwell en 2d
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Passage aux équations stationnaires de Maxwell en 2d

= Lorsqu’on se trouve en deux dimensions on peut prendre E = o rot¢

comme champ électrique, ou l'opérateur rot est défini (6%, -5 -
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Multiplicateur de Lagrange

= Comment prendre en compte la contrainte divo ™! E=0dans Q?

(@(d sing)

Trouver E € H(rot, Q) tel que
rotrotE = 0 (Q),
dive™'E = 0 (),

Et g (0Q).
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[E solution de (&ying) < (E, 0) solution de (&4 sing,v) }




Multiplicateur de Lagrange

= Comment prendre en compte la contrainte divo ™! E=0dans Q?

Trouver E € H(rot, Q) tel que
rotrotE+0’1Vp = 0 (),
dive™'E = 0 (Q),
Et g (0Q).

&M sing)

= On passe a la formulation variationnelle dite mixte

Trouver (E, p) € H(rot, Q) x H} (Q) telle que E.7 = g(0Q) et
(EMsingv) | JorotErotv+ [po™'v.Vp = 0 VYveHy(ot,Q),
Joo'ENg = 0 VqeH\(Q.

= Grace a la séquence exacte, g€ Hj(Q) = Vg€ Hy(rot,Q),ona p=0
[E solution de (&ying) < (E, 0) solution de (&4 sing,v) }
= al,) = [grot-rot- est coercive sur {v € Hy(rot, Q) : divo~'v =0} et

b(-,) = [qo ! .- vérifie la condition inf-sup, donc (.4 sing,v) est bien
posé.
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Discrétisation

= Soit X, « H(rot, Q) un sous-espace de dimension finie

(&AM

h
sing, V'

)

Trouver (Ep, pp) € X x V9 telle que Ej,.t = I1;,g (0Q) et
JorotEprotvp+ o lvp.Vp, = 0 Vo,eXd,
fQ U_lEh.th = 0 thEV(;l.
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Discrétisation

= Soit X, « H(rot, Q) un sous-espace de dimension finie

Trouver (Ey, pp) € X, x V) telle que Ej,.t = I1;,g (0Q) et
h 1 B 0
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Jo0 ' Ep Vg, = 0 VgueV.
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Discrétisation

= Soit X, « H(rot, Q) un sous-espace de dimension finie

Trouver (Ey, pp) € X, x V) telle que Ej,.t = I1;,g (0Q) et
h 1 B 0
(é?///singyv) JorotEprotv, + [0 vp.Vp, = 0 VvzeX),
Jo0 ' Ep Vg, = 0 VgueV.

= On prend l'espace des éléments finis d’aréte de type Raviart-Thomas %y.

*= Comme on a préservé la propriété de séquence exacte au niveau
discret,on aalors p;, =0
* aest coercive sur 'espace discret et b vérifie la condition inf-sup

discréte on peut donc établir que (éo///?ing,v) est bien posé

?
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Convergence des éléments finis d’arétes (point selle)

Erreure

10—06
10—08

107!
10—12

10—14

Convergence avec A =0.45 Convergence avec A =0.15

0.44 ||
0.44

0.1

0.13

10—25

| |
10—2 10—15
Pas h Pas h

(B - Pi; =) (E)Ro— P

O (F) = [|E— Eplliz(q
L IlElle2

| | |
0.00316 0.01 0.0316

0.501

0.398

0.316

10/39



Pénalisation

= On passe a la formulation variationnelle discrete

Trouver Ej € X, tel que Ej,.T = g(0Q) et

& h
(&) JorotEprotv, + a(h) oo *Epv,=0 VthX%.

sing,V

[a(h) >0eta < h dans l’articlem]

[1] CIARLET, Wu et Zou, « Edge element methods for Maxwell’s equations with strong

convergence for Gauss’ laws », 2014
11/39
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= On passe a la formulation variationnelle discrete

Trouver Ej € X, tel que Ej,.T = g(0Q) et

& h
(&) JorotEprotv, + a(h) oo *Epv,=0 VthX%.

sing,V

[a(h) >0eta < h dans l’articlem]

= Onvaici examiner le paramétre a :

[1] CIARLET, Wu et Zou, « Edge element methods for Maxwell’s equations with strong

convergence for Gauss’ laws », 2014
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Pénalisation

= On passe a la formulation variationnelle discrete

Trouver Ej € X, tel que Ej,.T = g(0Q) et

& h
(&) JorotEprotv, + a(h) oo *Epv,=0 VthX%.

sing,V

[a(h) >0eta < h dans l’articlem]

= Onvaici examiner le paramétre a :
* Onfixe le pas hetonvarie a

[1] CIARLET, Wu et Zou, « Edge element methods for Maxwell’s equations with strong

convergence for Gauss’ laws », 2014
11/39



Pénalisation

-

Convergence avec 1 =0.45 Convergence avec 1 =0.15

T T T |
109 | e~0.1 | )
w .
o 107°f :
ULJ e g(;l(E) e e(;l(E) N
- e(;l(rotE) - e%(rotE)
10_10 | —o— E;ZO’[(E) —o— E;IOt(E)
| T T |
10" 10% 107! 104 107 1073 10" 10°
Parameétre a (h = 0.008) Paramétre a (h=0.008)
[|rot Ep|l;2 [|E— Epl|
E?l(rotE) _ hllL Q) : e;lot (E) — h H(rot,Q)

| |E| |H(rot,Q)

| |E| |H(rot,Q)

10°
1073
1076

[ 10_9

THCTT TOT= OOt OV 72U T




Pénalisation

= On passe a la formulation variationnelle discrete

Trouver Ej € X, tel que Ej,.T = g(0Q) et

& h
(&) JorotEprotv, + a(h) oo *Epv,=0 VthX%.

sing,V

[a(h) >0eta < h dans l’articlem]

= Onvaici examiner le paramétre a :

* Onfixe le pas hetonvarie a
> On fixe le paramétre a et on varie h

[1] CIARLET, Wu et Zou, « Edge element methods for Maxwell’s equations with strong

convergence for Gauss’ laws », 2014
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Pénalisation

Convergence avec A =0.45 Convergence avec A =0.15

[ ‘ filS ‘ 710°
i 0. 1F .___.,__._——&—1%0——" |
107 b =K | 10-1
g 0 s 0
e B —— ¢, (B) || —— ¢,(E)
> - 0 - 0
g e —=—¢, (rotE) - —#—¢, (rotE) [ 19-2
L £ —o— €rh°t(E) i —o— GZOt(E)
? {107
107k (@em ettt | -———H"'””"/. |
1072 1072
Pas h(a=1072) Pas h(a=1072)

[1] CIARLET, Wu et Zou, « Edge element methods for Maxwell’s equations with strong

convergence for Gauss’ laws », 2014
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Pénalisation

= On passe a la formulation variationnelle discrete

Trouver Ej € X, tel que Ej,.T = g(0Q) et

& h
(&) JorotEprotv, + a(h) oo *Epv,=0 VthX%.

sing,V

[a(h) >0eta < h dans l’articlem]

= Onvaici examiner le paramétre a :

* Onfixe le pas hetonvarie a

> On fixe le paramétre a et on varie h
* Onprend a=a(h)

[1] CIARLET, Wu et Zou, « Edge element methods for Maxwell’s equations with strong

convergence for Gauss’ laws », 2014
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Pénalisation

= On passe a la formulation variationnelle discrete

Trouver Ej € X, tel que Ej,.T = g(0Q) et

& h
(&) JorotEprotv, + a(h) oo *Epv,=0 VthX%.

sing,V

[a(h) >0eta < h dans l’articlem]

= Onvaici examiner le paramétre a :

* Onfixe le pas hetonvarie a
> On fixe le paramétre a et on varie h
* Onprend a=a(h)

a=h*, ol h= hyay = max; h;

[1] CIARLET, Wu et Zou, « Edge element methods for Maxwell’s equations with strong

convergence for Gauss’ laws », 2014
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Pénalisation

—o— ¢(E)
+62(1‘0tE)
—o— eY(E)

[1] CIARLET, WU et Zou, « Edge element methods for Maxwell’s equations with strong

convergence for Gauss’ laws », 2014
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Pénalisation

= On passe a la formulation variationnelle discrete

Trouver Ej € X, tel que Ej,.T = g(0Q) et

& h
(&) JorotEprotv, + a(h) oo *Epv,=0 VthX%.

sing,V

[a(h) >0eta < h dans l’articlem]

= Onvaici examiner le paramétre a :

* Onfixe le pas hetonvarie a
> On fixe le paramétre a et on varie h
* Onprend a=a(h)

a=h*, ol h= hyay = max; h;

a= h/;zin’ oU hypin = min; by

[1] CIARLET, Wu et Zou, « Edge element methods for Maxwell’s equations with strong

convergence for Gauss’ laws », 2014
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Pénalisation

a= hmin’ ou Ry = min; h;

—o— ¢(E)
+62(1‘0tE)
—o— eY(E)

[1] CIARLET, WU et Zou, « Edge element methods for Maxwell’s equations with strong

convergence for Gauss’ laws », 2014
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Multiplicateur de Lagrange vs. Pénalisation

Erreure

10—05

107!

10—15

Convergence avec 1 =0.45 Convergence avec A =0.15

T T T = T I I |
0.3 i |
n 0.38

0.4 - =
L A4 B x/x/x/’g/‘gx?/i .
i 0.13 |

- ./ [ e
| | | = | | ! -

10725 1072 10715 0.00316 0.01 0.0316
Pas h Pas h

—o—¢cY (orotg) P1; <€) (E) %1 — P1;—*— €' (E) %,
——¢) (orot) Py;—t+€) (E) R — Po; - €) (B) R

2.51
1.58

0.631

0.398
0.251
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Multiplicateur de Lagrange vs. Pénalisation

1 - P, R
DoF NNZ  €}°U(E)  CPU DoF NNZ  €l°YE)  CPU
493 5359 2.60_; 0.014 359 1,715  2.64_3 0
1,993 22,309 1.94_; 0.001 1,474 7,210  1.97,4 0
7,741 87,811 1.44_; 0.006 5,765 28,505 1.46_, 0.002
30,633 349,869 1.06_; 0.033 22,894 113,830 1.07_, 0.007
120,585 1,381,917 7.80_, 0.158 90,278 450,110 7.90_, 0.038
nnz dof(#1-P1) _, nnz o
dof ® 11.5 ~dof@y ~ 1.33 dof
R2— P R2
Dor NNZ  e”(E)  CPU DoF NNZ  €OYE)  CPU
1,663 36,415 1.44_, 0.002 1,170 13,188 1.51_4 0.001
6,853 152,965 1.06-1 0.009 4,860 55,608 1.11_4 0.002
26,851 604,531 7.84_, 0.042 19,110 220,140 8.14_, 0.007
106,733 2,413,645 5.75_) 0.212 76,100 879,688 5.96_, 0.026
421,085 9,543,229 4.23_5 0.993 300,500 3,479,656 4.38_, 0.123
nnz . dof (R2—P2) _ nng 1.
d_ﬂf ~ 225 —dof(ﬁz) ~ 14 dOf 5
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Résumé 2d

Solutions singuliéres ¢ e H'*4(Q) et Ee H}(Q),0< A < 1/
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Résumé 2d

Solutions singuliéres ¢ e H'*4(Q) et Ee H}(Q),0< A < 1/

Pour ¢y, : ordre de convergence A en norme H! et 21 en norme H(rot)
en urilisant les éléments finis nodaux

Pour Ej, : ordre de convergence A en norme L2 en utilisant les éléments
finis d’arétes

Pénalisation

A
A en norme H(rot),

Multiplicateur de Lagrange
A en norme H(rot)
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Résumé 2d

Solutions singuliéres ¢ e H'*4(Q) et Ee H}(Q),0< A < 1/

Pour ¢y, : ordre de convergence A en norme H! et 21 en norme H(rot)

en urilisant les éléments finis nodaux

Pour Ej, : ordre de convergence A en norme L2 en utilisant les éléments

finis d’arétes
Multiplicateur de Lagrange Pénalisation

A en norme H(rot)

!
1
|
J .
I ~ "“min

erreurs identiques

A en norme H(rot),
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Résumé 2d

Solutions singuliéres ¢ e H'*4(Q) et Ee H}(Q),0< A < 1/
Pour ¢y, : ordre de convergence A en norme H! et 21 en norme H(rot)
en urilisant les éléments finis nodaux
Pour Ej, : ordre de convergence A en norme L2 en utilisant les éléments
finis d’arétes
Multiplicateur de Lagrange
A en norme H(rot)

Pénalisation

A en norme H(rot),

'
|
1
I 5
| ~y min

erreurs identiques

systeme de point selle systeme auto-adjoint et coercif
taille plus gros (multiplicateur) pas besoin de multiplicateur



Section 2

Equations de Maxwell en 3d avec une solution
singuliére
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Equations stationnaires de Maxwell en 3d

= Ons’interesse a résoudre le probleme dans Q = Q,;4%10,al, a> 0

(éasing)

Trouver E € H(rot, Q) tel que

rotrotE =
diveE =
Exn =

0 (€2),
[y (€2,
g (0Q)).

16/39
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Equations stationnaires de Maxwell en 3d

= Ons’interesse a résoudre le probleme dans Q = Q,;4%10,al, a> 0

Trouver E € H(rot, Q) tel que

rotrotE = 0 (),
(Ssing) e = Q,
Exn = g 09)).

= pel?(Q) et geL?(0Q) a valeurs tangentielles
* E=VY,0U W = Dye(r,0)f(2) avec f(2) = sin(Z2)

. . o .
* p=diveE :fd1V2d£V2dd)sing+£d)smg#C = —E‘Dsing(%ﬂ)z Sln(%ﬂz)

=0
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Equations stationnaires de Maxwell en 3d

= Ons’interesse a résoudre le probleme dans Q = Q,;4%10,al, a> 0

Trouver E € H(rot, Q) tel que

rotrotE = 0 (),
(Ssing) e = Q,
Exn = g 09)).

"

p € L2(Q) et g € L?(0Q) a valeurs tangentielles
E =V, 0l W = Oyg(r,0)f(2) avec f(2) = sin(2X 2)

. . 0? 2 <2
p =diveE :fd1V2d£V2dd)sing+£d)smg#C = —etbsing(7”)2 sm(;”z)
| ——

-

s

=0
g est défini par E x n sur 0Q

"
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Equations stationnaires de Maxwell en 3d

= Ons’interesse a résoudre le probleme dans Q = Q,;4%10,al, a> 0

Trouver E € H(rot, Q) tel que

rotrotE = 0 (),
(Ssing) e = Q,
Exn = g 09)).

= pel?(Q) et geL?(0Q) a valeurs tangentielles
» E=VY,0l W =bye(r,0)f(2) avec f(2) = sin(22 2)
2
v p=diveE = fdivageVaqPsing +ePsing b = —£Ding(2)2 sin(2 2)
[
=0
= gestdéfini par E x nsur 0Q
* rotE=0dansQ
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Multiplicateur de Lagrange

= On passe directement a la formulation variationnelle discréte

Trouver (Ep, pp) € X, x V9 tel que E x n=11;,g(0Q) et
((Oﬁﬁg) erOtEh.rOtvh+fQ£l)h_vph =0 VUhEXO,
Jo€EnVan = = [opan thEV(;l.
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Multiplicateur de Lagrange

= On passe directement a la formulation variationnelle discréte

Trouver (Ep, pp) € X, x V9 tel que E x n=11;,g(0Q) et
(@@%g) erOtEh.rOtvh+fQ£l)h_vph =0 VUhEXO,
Jo€ErNVan = - [qpan V%EV?Z-

* X, cH(rot,Q) un sous-espace de dimension fini et X‘}l =X NHy(rot,Q)
* Vj, < H'(Q) un sous-espace de dimension fini et V9 = V;,n Hy(Q)

= On prend les éléments finis d’arétes de type Nédélec .4} comme X, et
les éléments finis nodaux de type Lagrange P comme Vj,
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Convergence avec A — P,

Convergence avec A =0.45 Convergence avec 1 =0.15

10°F W 1
-1f i 101
o 1077 |- e 1
S B ] 0 -a
S 102t || €p(rotE) W 10.01
- i 1|=>% 4B g
1078 | 1 // 10.001
r EE ‘ ‘ 1
0.0316 0.1
Pas h Pas h

Ordre de convergence !/, + A en norme L? et H(rot)
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Convergence avec A — P,

Convergence avec 1 =0.05

10° ?W’f
-1t §
o e
§ 10-2 +e‘;l(rotE) &7/‘;
o > OYE)
10-35/ .
B ‘ ]
10—1.5 10—1

Pas h

Ordre de convergence !/, + A en norme L? et H(rot)
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Probleme magnétostatique

= Onapris le gradient V¥ comme E dans (&sing)

(éosing)

Trouver E € H(rot, Q) tel que
rotrotE = 0 (),
diveE = p (Q),
Exn = g (09)).
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= Onapris le gradient V¥ comme E dans (&sing)

(éosing)

Trouver E € H(rot, Q) tel que
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Trouver A € H(rot, Q) tel que
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Probleme magnétostatique

= Onapris le gradient V¥ comme E dans (&sing)

Trouver E € H(rot, Q) tel que

rotrotE = 0 (€2),
(Esing) diveE = p ),
Exn = g (09)).

= On formule un probléeme magnétostatique pour le potentiel A: rotA= B

Trouver A € H(rot, Q) tel que
rot p_l rotA = 0 (Q)),
divA = 0 (Q),
Axn = g (0.

(fosing)

acI)sirzg _ a(I)sirzg

- A:(O,O;q)sing)tr rOtA:( 6_}/ ) 0x ’0)1‘#0

19/39



Convergence avec A — P,

Erreure

Convergence avec 1 =0.45 Convergence avec A =0.15

10—05 —

01—

—eo— 6%(A)
| +€%(1‘0tA)
- €rot() 72£BJ7’/.

|
1072 107!

Pash

10—1.4

| |
0.0398 0.0631 0.1

Pas h

0.316

0.1

Ordre de convergence !/, + A n norme L?
Ordre de convergence A en norme H(rot)
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Convergence avec A — P,

Convergence avec 1 =0.05

— %
6.31-1072

>

—— A
1077 |~ ¢ (rotA)

Erreure

|
10—1.4 10—1.2 10—1
Pas h

Ordre de convergence !/, + A n norme L?
Ordre de convergence A en norme H(rot)
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Pénalisation

= Ladémarche est un peu différente. On passe a 'approximation suivante

Trouver Ej € X, tel que Ej, x n=11,g (0Q) et

(&Pt 0
JorotEy.rotvy, +a(h) [ eEp.vp = a(h) [oeVypvy Yo eX).
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Pénalisation

= Ladémarche est un peu différente. On passe a 'approximation suivante

&P

Trouver Ej € X, tel que Ej, x n=11,g (0Q) et
JarotEp.rotvy, + a(h) [ eEpvp = a(h) [oeVypv, YvpeX).

= ynestlasolution du probleme

Trouver yj, € V) tel que

%‘h
v) JaeVanVvn=—[opwn YypeV).
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Pénalisation

= Ladémarche est un peu différente. On passe a 'approximation suivante

Trouver Ej € X, tel que Ej, x n=11,g (0Q) et

(&Pt 0
JorotEy.rotvy, +a(h) [ eEp.vp = a(h) [oeVypvy Yo eX).

= ynestlasolution du probleme

Trouver yj, € V) tel que

%‘h
“v) JaeVanVvn=—[opwn YypeV).

= Comme d’habitude, on prend les éléments finis d’arétes de type
Nédélec A} comme X}, et les éléments finis nodaux de type Lagrange Py
commeVy,
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A
Convergence avec NV eta=h)

Convergence avec 1 =0.45 Convergence avec 1 =0.15

10—0‘5 r
% g0
}7/' : 10316

©w
= 1.0
g -1 0
5 107 [ j e (-;h(A)
/+€%(r0tA)
- efta) ||| -1 0.1
| | | |
1014 10—12 10— 0.0398 0.0631 0.1
Pas h(a = h/;un) Pas h(a = hfnm)

a= hfm.n est suffisant. Aucune diminution n’améliore l’erreur
Ordre de convergence A en norme H(rot) et
ordre de convergence !/, + A en norme L.




Convergence avec A et a = hy,;p,

Convergence avec A =0.45 Convergence avec A =0.15

Erreure

x/"/"w)?/x

1.26 "

/

—o— E%(E')
+e(})l(rotE)

= e;lm(E)

10—1.5

Pas h(a = hyin)

|
107!

|
0.0316

0.1

a = h,,;, est suffisant. Aucune diminution n’améliore erreur.
Ordre de convergence !/, + A en norme H(rot).
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Convergence avec A, et a = hi?

min

Convergence avec A =0.45 Convergence avec 1 =0.15

| xw | »* | 013 ‘ﬁ(
1071 | 1 -10.316
© e e(;l(A) |
® —=—¢) (rotA) 1
L > €4
y 1k 101
10| e T
10-12 101 0.0631 0.1
Pas h(a=h} ) Pas h(a =hy, )

a= hfm.n est suffisant. Aucune diminution n’améliore Uerreur.
Ordre de convergence A en norme H(rot) et
ordre de convergence '/, + 1 en norme L?




Convergence avec A, et a = hy,;p,

Convergence avec 1 =0.45 Convergence avec A =0.15

[ [ [ [ [
10705 |- 2.1 als 10.316
(5} ~
55 _
o 1.45 - 0
|_|LJ 10_1 B e | —— eh(E) H 0.1
~ | =€) (rotE)
—K= e;l"‘(E)
| | | T T
10-12 10-!  0.0398 0.0631 0.1
Pas h(a = hmm) Pas h(a = hmin)

a = hy,i, se révéle meilleur.
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Multiplicateur de Lagrange vs. Pénalisation Ej,

Convergence avec A =0.45 Convergence avec A =0.15

-10.316

|
10~13 10°! 0.0316 0.1
Pas h Pas h

<=9 (E) N — P1;—%— €% (E) M;—o—€) (E) N>

@ = hpmin
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Multiplicateur de Lagrange vs. Pénalisation rot E},

Convergence avec A =0.45 Convergence avec A =0.15

[ | o I | N
L 1. 1F 1
1071 | ElS 40.1
© E 1t 1
2 102) ie 4001
L1 i 1t |
103 | 1 - 0.001
L 1L | ]
10—1.5 10_1 0.0316 0.1
Pas h Pas h

<= €Y (rot E) N — Py; —#— €Y (rot E) 1; —*— €Y (rot E) A,

@ = hpin
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Multiplicateur de Lagrange vs. Pénalisation Ay,

Convergence avec A =0.45 Convergence avec 1 =0.15

[ I I I ]
1 1.07
R 1 10.158
5 i ]
3 i ]
= " I -1 0.1
1.03
U | e | 00631
10714 1012 107! 0.0398 0.0631 0.1
Pas h Pas h

€Y (A) N = Pr; =€) (A) N, o €Y (A) A

a=ht

min
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Multiplicateur de Lagrange vs. Pénalisation rot Ay,

Erreure

lo—Oﬁ

10—0.8

Convergence avec 1 =0.45 Convergence avec 1 =0.15

0.43 | 0.13

0.45
./0.13/‘7/.

| |
10714 1072 107! 0.0398 0.0631 0.1
Pas h Pas h

<= €Y (rotA) N — P1; —%— ¢) (rot A) A1; —o— €Y (rot A) A5

_ A
a_hmin

0.501
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Multiplicateur de Lagrange vs. Pénalisation pour Ej,

M -Py M
DoF NNZ  €lY(E)  CPU DoF NNZ  efYE)  CPU
1,626 34,652 6.55-1 0.003 1,186 16,672 6.55_7 0.001
14,331 340,239 3.09_; 0.055 10,887 167,427 3.09-7 0.039
45,383 1,112,348 2.16_; 0.339 34,913 550,703 2.16-7 0.186

nnz . dof (%1 —P1) _ nnzg

N
DoF NNZ eZOt(E) CPU

5,920 232,568 4.10_; 0.012
57,030 2,381,820 9.71_» 0.363

nnz .,
dof =40
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Résumé en 3d

ennorme M —-P; M 2
Electro (a = hynip) L? o+ A 42
(rotE=0) H(rot) Yot A 1+
Magnéto (@ =h} ) 17 o+ d Y+ d lp+A
(rotA#0) H(rot) A A A
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Section 3

Probléme électrique aux valeurs propres
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Probleme aux valeurs propres

= Onys’interesse a résoudre un probleme dans un domaine borné Q

(&)

Trouver (E # 0, 1) € Hy(rot, Q) x R telle que
roty 'rotE AeE ),
diveE 0 (Q).
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Probleme aux valeurs propres

= Onys’interesse a résoudre un probleme dans un domaine borné Q

(&)

Trouver (E # 0, 1) € Hy(rot, Q) x R telle que
roty‘1 rotE = AeE (Q),
diveE = 0 (Q).

r O<pumin=p=Spmax<oo et 0<&pin<€=Emg <00

= On passe a la formulation variationnelle

(Ev,a)

Trouver (E # 0, 1) € Hy(rot, Q) x R telle que
Jou lrotE.rotv AJo€eEv VYveH,(rot,Q),
Jo€ENg 0 VqeHy(Q).
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Probleme aux valeurs propres

= Onys’interesse a résoudre un probleme dans un domaine borné Q

Trouver (E # 0, 1) € Hy(rot, Q) x R telle que
(&) roty‘1 rotE = AeE (Q),
diveE = 0 (Q).

r O<pumin=p=Spmax<oo et 0<&pin<€=Emg <00

= On passe a la formulation variationnelle

Trouver (E # 0, 1) € Hy(rot, Q) x R telle que
Jou lrotE.rotv AJo€eEv VYveH,(rot,Q),
Jo€ENg 0 VqeHy(Q).

(Ev,a)

Est-ce-que A = 0 est une valeur propre du probleme (&Y. 1) ?




Décomposition de 'espace Hy(rot, Q)

= Soit A =0.Si Eest la fonction propre du (§y,1), on a E= V¢, ¢ € Hy(Q).

Trouver (E # 0, 1) € Hy(rot, Q) x R telle que
vy | Jou 'rotErotv = AfyeEwv VveHy(rot,Q),
Jo€ENg 0 VqeHy(Q).
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= Mais, a cause de contrainte sur E=V¢: [,eEVg=0Yge Hj(Q) ona
forcement E = 0 dans Q. Il n’y a donc pas de valeur propre nulle !
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Décomposition de 'espace Hy(rot, Q)

= Soit A =0.Si Eest la fonction propre du (§y,1), on a E= V¢, ¢ € Hy(Q).

Trouver (E # 0, 1) € Hy(rot, Q) x R telle que
vy | Jou 'rotErotv = AfyeEwv VveHy(rot,Q),
Jo€ENg 0 VqeHy(Q).

= VH{(Q) = {Vpe Hy(rot, Q) : pe H} (Q)} contient les fonctions propres

= Mais, a cause de contrainte sur E=V¢: [,eEVg=0Yge Hj(Q) ona
forcement E = 0 dans Q. Il n’y a donc pas de valeur propre nulle !

= Ondécompose l'espace Hy(rot, Q) a deux sous-espace orthogonaux
VH,(Q) et Ug ou bien

L
Hy (rot, Q) = VH} (Q) & Uy,

ou Up = {ue Ho(rot, Q) : [,eu.Vg=0Vqe Hy(Q)} l'espace a divergence
nulle.
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Opérateur de projection

= On définit un opérateur de projection orthogonale sur Uy
PPy :Hp(rot, Q) — Uy.
Soit E = V¢ + uavec ¢ € Hy(Q) et ue Uy, donc ZyE = u.
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PPy :Hp(rot, Q) — Uy.
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= On passe a la formulation variationnelle

Trouver (u#0,1) € Uy x R telle que

(%) Jou 'roturotv=A [qeuv VveU,,

35/39



Opérateur de projection

= On définit un opérateur de projection orthogonale sur Uy
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= On passe a la formulation variationnelle

Trouver (u#0,1) € Uy x R telle que

%y Jou trotu.rotv=A7 [jeuv VveU,
ou bien
(P& | Trouver (E,A) < Hyrot, Q) x Rtelle que FyE # 0 et
VA Jou ' rotPyE.rotPyv= A [ePyE.Pyv YveH,(rot, Q).
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Opérateur de projection

= On définit un opérateur de projection orthogonale sur Uy
PPy :Hp(rot, Q) — Uy.

Soit E = V¢ + uavec ¢ € Hy(Q) et ue Uy, donc ZyE = u.
= On passe a la formulation variationnelle

Trouver (u#0,1) € Uy x R telle que

(%) Jou 'roturotv=A [qeuv VveU,,

ou bien

(PEN Trouver (Ep, Aj) € X) x Rtelle que 1E), # 0 et
Vi Jout rotg?’{}Eh.rot.@gvh =Anfq E@SEh.ﬁgvh Y, € X{)‘

= Lavantage de cette formulation est

a supprimer toutes les valeurs propres nulles
a éviter la contrainte sur la divergence
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Forme matricielle d’opérateur de projection
= On définit un opérateur frontiére 0

dey =—1+m, es=1{n1l e ={m,n}
692 =—m+ n,

0es3=—-n+l, Jap—
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* pour EpeXponaEy=Y,M.Epuw,ou My(Ep) = [,Ep.t
* pour¢peVyonagy=Y ,a,w", ol a,=d,n
Y M(Epuw’=) a,Vw"+) M(u)w’.
e n e
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Forme matricielle d’opérateur de projection

= On définit un opérateur frontiere o

n
I m n
Oep =—l+m, -1 1 0\ e e={nh e = {m,n}
0e; =—m+n, G=(Ge,n)=( 0 -1 1) o
Oes =—-n+l, 1 0 -1/ e e =(Lm

= Soit {w°}, une base de X, et {w"},, une base de Vj,.
* pour EpeXponakEy=Y,MEpw, ol My(Ep) = [,Ep.t
* pour¢gpeViyonag,=Y,a,w" ol a,=dyn)
Y Me(Epuwf WZME(W w.
e e

n

» On peut montrerB3! que[Vw” = ZGe,nwe]
@

[3] RAPETTI et BossAvIT, « Whitney Forms of Higher Degree », 2009
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Forme matricielle d’opérateur de projection

= Enforme vectorielle
E=Ga+U
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Forme matricielle d’opérateur de projection
= Enforme vectorielle

E=Ga+U

= On effectue le produit scalaire de Ej, = V¢py, + uy, par Vw" € VVy,

ngh.Vw":f eVopVu'"
Q Q
G'MLE=Ka

= MZ matrice de masse d’arétes : (M%)y o = o ew® w®
* K& matrice de rigidité nodale : (K5) ,m = o eVW™.Vu"

= Opérateur 9’3 s’écrit sous la forme matricielle

Q° =14-G(KS) ™' G'MS

= Onad= (K 'G'MEE ou bien pour U= E-Ga = (I;— G(KE) " 'G'ME)E.

37/39



Expériences numériques

M) KMQ) E+aMMQ) QKQQMQ) (QKQ+Q'KQ,...M)
9.86 2.46 9.86 6.55 9.86
9.87 -3.28 9.87 9.86 9.87
19.74 6.94 19.74 9.87 19.74
39.31 9.86 39.31 19.74 39.31
39.47 9.87 39.47 39.31 39.47
49.27 —-16.89 49.27 39.47 49.27
49.28 19.74 49.28 44.32 49.28
78.67 2791 78.67 49.27 78.67
88.34 -38.41 88.34 49.27 88.34
88.36 -39.25 88.36 49.28 88.36
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