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Résumé

On résout dans la premiére partie les équations stationnaires de Maxwell dans un do-
maine dite damier ou "checkerboard" borné de IR?, d = 2,3 avec une solution singuliere.
Pour prendre en compte la contrainte sur la divergence du champ, on utilise deux
techniques, le multiplicateur de Lagrange et la pénalisation. La deuxieme a été déja exa-
minée pour des champs réguliers et le choix du parametre de régularisation a < h2. On
étudie ici le cas des champs singuliéres et leur comportement avec les choix différentes
du parameétre de régularisation en utilisant des éléments finis d’arétes. Les résultas
numériques nous montrent que le choix « < & se révele meilleur pour ces problemes.
Dans la deuxiéme partie on résout le probleme électrique aux valeurs propres. Pour
prendre en compte la méme contrainte et pour suprimer les valeurs propres parasites on
décompose I'espace Hy(rot, (2) a deux espaces orthogonaux. On introduit un opérateur
de projection dans un espace a divergence nulle et on modifie le probléme en utilisant
cet opérateur.

Mots-clés : Les équations de Maxwell, solution singuliere, problemes mixtes, pénali-
sation, éléments finis nodaux, éléments finis d’arétes, valeurs propres, opérateur de
projection
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Introduction

Cette monographie est en partie la suite du sujet de Projet de Recherche [1]], [2] et elle
est consacré a la résolution numérique des équations de Maxwell dont la solution est
singuliere en utilisant la méthode des éléments finis d’arétes.

Dans le premier chapitre on commence par la résolution d’équation elliptique du se-
conde ordre en deux dimensions avec un coefficient discontinu dans une géométrie dite
damier ou "checkerboard" pour le potentiel qui est singulier. C’est-a-dire, il appartient a
l'espace de Sobolev H! ™ (Q)) avec A €]0,/5]. On va discrétiser ce probléeme par des élé-
ments finis nodaux de type Lagrange P, d’ordre k. Dans ce cas la vitesse de convergence
ne dépend pas d’ordre des éléments finis Py est eégale a A en norme H! [3, théoréme
3.16] et 2A en norme L?. On passe ensuite, grace au potentiel, aux équations station-
naires de Maxwell dont la solution est aussi singuliere. La difficulté de ces équations est
d’approcher numériquement un champ qui vérifie la loi de Gauss. Il existe nombreuses
techniques pour prendre en compte cette contrainte, cependant on examinera ici les
deux, a savoir la méthode classique d"un point selle, consistant en l'introduction du
multiplicateur de Lagrange[4, chapitre 2] et la méthode de pénalisation développée par
P. Ciarlet, H. Wu et J. Zou dans l'article [5], o1 il n"y a aucun besoin de point selle et qui
permet de calculer plus rapidement et plus efficacement les champs électromagnétiques
par rapport a la premiére. Les auteurs ont examiné un probléeme avec A > !/, et un
choix du parametre de régularisation & = h2 . , par contre, dans cette monographie on
variera ce parametre et on obtiendra numériquement que le choix a = hy,;, se révele
meilleur. Ensuite on étudiera la convergence sur des maillages uniformes et on obtient
I'ordre de convergence A pour les approximations d’ordre 1 et 2. On va également
I'étudier sur des maillages adaptés et on va les comparer.

Dans le deuxiéme chapitre on refera toute la démarche de premier chapitre, mais en
trois dimensions. La seule différence sera la présence de charges dans le domaine, qui
entraine certaines modifications dans la technique de pénalisation, consistant en deux
étapes. La premiere est de résoudre un probleme scalaire et la deuxieme est de résoudre
un probleme vectorielle mais sans point selle.

Dans le troisieme chapitre on examinera le probleme aux valeurs propres des équations
de Maxwell pour le champ électrique. La difficulté est encore en fois la prise en compte
de la loi de Gauss. On proposera de faire une projection sur un espace a divergence nulle
ol on n’a pas besoin de prendre en compte la contrainte et, de plus, cette projection
nous permettra d’éviter des valeurs propres nulles associés aux gradients (champs a
rotationnel nul).

vii



Chapitre 1

Equations de Maxwell en deux dimensions avec une
solution singuliere

1.1 Equation pour le potentiel

Soit () un domaine convexe borné de R? a frontiere “suffisamment réguliere”. On
s'intéresse a résoudre 1’équation scalaire elliptique du seconde ordre avec un coefficient
discontinu dont la solution est singuliere, c’est-a-dire elle appartient a 1'espace de
Sobolev H'**(Q)) avec A €]0,/5]. Dans ce cas la convergence de la méthode des
éléments finis de type Lagrange Py a la vitesse 2A en norme L?(Q) et A en norme H!(Q)
et ne dépend pas d’ordre des éléments finis P quel que soit k. L'objectif de cette
section est d’abord trouver la solution singuliere exacte et puis réaliser des expériences
numériques et étudier la convergence.

Mettons-nous en quéte de la solution singuliere exacte de notre systeme. On considére
l'équation suivante — div (¢V¢) = 0 pour le potentiel ¢ € H'(Q) dans le domaine
carré ) = | — a,a[z de R? avec a > 0, divisé en quatre sous-carrés ();, ou ¢ est une
fonction constante par morceaux. On note 0; = |q,. Soit 0; = D > 1 dans (O U3 et
0; = 1 dans () U (). On va chercher la solution ¢s;,,¢ en coordonnées polaires sous la
forme

Psing(r,0) = ' (ccos AB + ssin Af),

ol A est parametre réel et c et s sont des fonctions constants par morceaux dépen-
dant de D. La restriction ¢; = (Psinglgi est dans H!(Q);) et vérifie évidemment 1’équation
—div (0;V¢;) = —0iA¢; = 0 dans ();. Pour que la fonction ¢s;,, appartienne a H'(Q)
et vérifie div (¢ Vs;,g) = 0 dans tout (), il suffit que le saut [@sing] - et le saut normal

[U%]r soient égaux a 0 a la traversée de l'interface I' = (; ();, ot1 n est le vecteur
unitaire a Q) dirigé a I’éxterieur. En outre, pour simplifier les calculs des fonctions c et
s, nous supposons que la solution est antisymetrique par rapport de 'axe 8 = /4 et sy-
métrique par rapport de I'axe 8 = ~7"/4. D’apres le théoreme 1.2.18 du livre de Grisvard
[6, p- 7] 1a fonction ¢, Obtenue appartient a I'espace H'*4(Q) avec A €]0,1/,].

On s’interesse maintenant a résoudre le probleme suivant pour le potentiel scalaire ¢

Trouver ¢ € H'(Q) telle que
(fgzsing) —div (O'V(P) =0 (Q)/
¢ = Psing (0Q2),



2 Equations de Maxwell en deux dimensions avec une solution singuliére

avec la solution unique ¢s;,q. On passe a la formulation variationnelle équvalente

Trouver ¢ € V telle que
(Psingv) | alg,p) = 0 VeV,
¢ = (Psing (aQ)/

o1 les espaces V = H'(Q), VO = H}(Q) et la forme bilinéaire a(¢, ) = [, V.V
Ce probléme est bien posé grace au théoréme de Lax-Milgram, puisque la forme a est
continue et coercive sur V [7].

On passe maintenant a la discrétisation du probleme (ysing,V)- Soit 7y, une triangulation
réguliere du domaine Q, telle que Q = (J; K;, K; € T;. On note h; le diametre d’un
triangle K; et h = hyqx = max; h; et hy,;, = min; h;. Introduisons un sous-espace V;, C V
de dimension fini, dimV;, = N < co. On reformule le probléme variationnel dans
I'espace discret V),

Trouver ¢, € V), telle que
(’@shing,V) ”(4’}1/ lph) =0 VIPh € VO/
¢ = (Psing (aQ)/

ol V2 = V;, NH}(Q). Lorsque I'espace V), est fermé dans V, la forme a reste continue et
coercive sur Vj, et le probleme discret est donc bien posé [7, p. 50].

Pour ce probleme on va utiliser des éléments finis nodaux de type Lagrange Py avec
k = 1,2. Dans ce cas, lorsque la solution ¢ appartient & H'**(Q) avec A €]0,/;[ on
a les estimations suivantes ||¢ — ¢/l (o) S W et || — Pulliz0) S h?* quel que soit
'ordre des éléments finis P;. On peut trouver ces résultats, par exemple, dans [3, p. 120].

Les cas-tests sont implémentés avec le parametre A égal a 0.45 ou 0.15 et les fonctions
c et s sont choisis comme

A =045 (D = 7.3475) A =0.15 (D = 71.385)
0 0, Qs Q4 o)) 0, Qs Q4
c; 07071 -03683 1.7825 07071 «¢; 0.7071 -0.668 2.0822 0.7071
s; -1.9167 -0.6576 09982 -0.2609 s; -59743 -0.24645 5.6441 -0.0837

pour assurer les conditions de continuité sur ¢ et son flux normal.

Nous allons étudier la convergence de la solution discrete ¢, vers la solution exacte ¢
sur les maillages uniformes. On va varier le pasm h du maillage et calculer les erreurs
llp—nlli2(0 1 _o=ullgq
P & H(®) = —||¢\|H1(Q§ )
ci-dessous les évolutions des erreurs relatives en fonctions du pas / en échelle logarith-
mique avec les éléments finis P; et P,. Ici et dans la suite les cas-tests sont implémentés
a l'aide de logiciel FreeFem++[8]H

relatives 62((])) = . Nous représentons sur la figure

1. plus précisément h ~ (NT)_l/ 2, ot Nt est le nombre des triangles du maillage.
2. Tous les calculs sont faits sur 1’ordinateur : Core i5-4200U CPU @ 1.6GHz et 6 Go de RAM en
utilisant le solveur direct de bibliotheque UMFPACK.

K. Brodt/UMA
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1.2. Passage aux équations stationnaires de Maxwell 3

Convergence avec A = 0.45 Convergence avec A = 0.15
0 el
101} /‘/‘/ﬁf 1 014 10316
o |
5 I 0.9 ]
2102} 1 0.39 101
H i 091
i ] 0.36
1073 F I 10.0316
10—2.5 10—2 1071.5 0.00316 0.01 0.0316
Pas h Pas h

—o—€(p) Pr; =€} (¢) P, € () Por;—~—€;,(¢) P2

D’abord on remarque que 1’ordre de convergence ne dépend pas de l’ordre des éléments
tinis. Il en est de méme de I’ordre de I’erreur. On voit bien que I’ordre de convergence
avec A = 0.45 est 21 = 0.9 en norme L? et un peu moins que A en norme H'. Par contre,
pour A = 0.15 'ordre de convergence est un peu plus 2A = 0.3 en norme L? et A en
norme H!, ce qui est tout a fait compatible avec la théorie.

1.2 Passage aux équations stationnaires de Maxwell

A partir du potentiel ¢, on peut passer aux équations stationnaires de Maxwell en
deux dimensions, a savoir on prend E = o rot ¢ et on a immédiatement rot E = 0, car
rotorotp = — divoVe¢ = 0 et donc rotrot E = 0 dans Q. De plus div e~ 'E = 0 dans Q.
Dans ce cas le champ E appartient a 'espace H*(Q)). Les équations stationnaires de
Maxwell s’écrivent donc de facon suivantes

rotrotE = 0 (Q),
(&ing) | dive 'E = 0 (Q),
Et = g (0Q),

ol T est un vecteur tangent a dQ) et tel que (n, T) forme une base orthonormale et la
source g est calculée a partir de la solution exacte E.

La difficulté de modelisation numérique des équations de Maxwell est d’approcher le
champ E qui vérifie loi de Gausse, autrement dit d’avoir div o~ Ej, = p. Il existe nom-
breuse méthodes de prendre en compte cette contrainte, cepenant dans cette section on
va examiner les deux, la méthode classique d"un point selle, consistant en I'introduction
du multiplicateur de Lagrange [4, chapitre 2] et la méthode apparue récemment de péna-
lisation, ot il n’y a aucun besoin de point selle et qui permet de calculer plus rapidement
et plus efficacement les champs électromagnétiques par rapport a la premiére [5].

K. Brodt/UMA
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4 Equations de Maxwell en deux dimensions avec une solution singuliére

1.2.1 Multiplicateur de Lagrange

On commence par le multiplicateur de Lagrange. Cette méthode consiste en 1'introduc-
tion du multiplicateur artificiel o~V p dans la premiére équation du systéme (Ssing)
pour aboutir a
rotrotE+ ¢ 'Vp = 0 (Q),
(&M sing) dive 'E = 0 (Q),
Et = g (0Q).

On se place maintenant dans 1'espace du champ électrique X = H(rot, (}) et on passe a
la formulation variationnelle dite mixte, avec des fonctions-test dans X° = Hy(rot, Q) et
dans V? = H}(Q) pour le multiplicateur

Trouver (E, p) € X x V? telle que
a(E,v) +b(v,p) = 0 YoeX’,
b(E,q) = 0 VgeV°,

Et = g (0Q)),

((g)///sing,V)

ot les formes bilinéaires a(E,v) = [, rotE rotv et b(v,p) = [0 '0.Vp. Grace 4 la
séquence exacte g € H}(Q)), alors Vg € Hy(rot, Q2), on prend la fonction-test v = Vp
dans la premiere égalité de (&.#ing,v) et on arrive a [, o~ 1|Vp|* = 0. Sachant que
ol > (Tn;%q > 0 presque partout, on en conclut que Vp = 0, et le multiplicateur est
constant dans (). S’annulant sur la frontiere d(), il est nul. Nous avons montré que si E
est solution de (&;¢), alors (E, 0) résolve le probleme mixte (&.# sinq,v ). La réciproque
est également vérifie, car la forme a est coersive sur le noyau et la forme b vérifie la
condition inf-sup. Donc le probleme mixte est bien posé [4] théoreme 2.1].

On discrétise maintenant le probleme (&.# sing,v)- Considérons deux sous-espaces
X, C Xet V), C V de dimensions finis et on introduit le probleme mixte approché
associé a (&4 sing,v)

Trouver (Ej, py) € X; x V9 telle que
a(Ey, o) +b(op, pp) = 0 Vo, € X9,
b(Eh/qh) =0 th € VO,
E,t = g (00)),

(éa‘//?ing,\/)

ot X = X;, N Hy(rot, Q).

On va prendre comme les espaces X, et X des éléments finis d’arétes de type Raviart-
Thomas Ry [4, p. 109] et comme V?I des éléments finis nodaux de type Lagrange Py, avec
k =1,2. L'espace X, ont la propriété fondamentale d’étre & composantes tangentielles
localisées sur les frontieres des éléments géométriques. Il est ainsi capable de forcer
implicitement les conditions de continuité tangentielle du champ électrique E a la
traversée des interfaces. Plus précisément, les moments M,(v) = [, v.t jouent de role
des degrés de liberté, ou e est une aréte d'un triangle K et ¢ vecteur unitaire dans la
direction de e. Donc chaque fonction v est définie par ces moments uniquement qui
représentent rien d’autre qu'une valeur composante tangente dans la direction d’aréte.
Pour prendre en compte la condition aux limites on force ces degrés de liberté a g.

Comme on a préservé la propriété de séquence exacte au niveau discret, on peut utiliser

v, = Vpy, comme la fonction-test et en conclure que p;, = 0 dans Q). Sous quelques

K. Brodt/UMA
Rapport non confidentiel



1.2. Passage aux équations stationnaires de Maxwell 5

conditions supplémentaires comme condition inf-sup discréte uniforme, on peut établir

que le probleme discrete (&.# Zing,V) est bien posé [4, théoreme 2.12].

Nous allons étudier la convergence de la solution discréte E;, vers la solution exacte
E sur les maillages uniformes. On va varier le pas i du maillage et on calcule I'erreur

. |[E=Ep|l;2 ) . . ) .
relative ) (E) = W;(Q) Nous représentons sur la figure ci-dessous les évolutions
L2(Q)

des erreurs relatives en fonctions du pas h en échelle logarithmique avec les éléments
finis Ry — P, avec k = 1,2. Avec notre choix de E on a forcément rot E = 0 et la norme
du rot Ej, en L2 est toujours d’ordre < 10710 et cela est aussi vrai pour le multiplicateur
de Lagrange pj, et nous n’affichons donc pas les erreurs de ceux-ci.

Convergence avec A = 0.45 Convergence avec A = 0.15
I I I I
10706 |- +€2 (E) R1—P; |
= ¢)(E)Ry— P
o | L En BV R2 — P - 10501
10
W
-
8 10—1 - .
5 - 10.398
10—1.2 - .
10_1'4 L | | | sl | | | 10316
1072.5 1072 10—1.5 0.00316 0.01 0.0316
Pas h Pas h

Et encore un fois on remarque que 'ordre de convergence ne dépend pas de 1'ordre
des éléments finis. Il en est de méme pour 1'ordre de I’erreur. On voit bien que le pente
coincide avec A dans le premier cas et un peu moins A dans le deuxiéme. Cependant
l'erreur est trop grande (d’ordre 107%4 ~ 0.4) pour A = 0.15!

1.2.2 DPénalisation

On voit maintenant la deuxieme méthode de la pénalisation proposée dans l'article [5].
L’idée est simple et consiste a annuler la divergence discréte de ¢~ Ej,. Plus précisément,
on passe a la formulation variationnelle discrete de (é’;ing) avec certaine modification

Trouver E;, € X, tel que
(éa‘@éling,V) ay(Ep,vp) =0 Vo, € X9,
Eh.T =g (aQ),

ot la forme bilinéaire a,(E, v) = [ rot Erotv + a(h) [0 'E.v etle parameétre a(h) >
0. Dans l’article les auteurs ont obtenu une condition pour « telle que la perturbation
ajoutée n’'influence pas a 'ordre de convergence du champ E;. Malgré du choix des
auteurs de parameétre & < 2, on va ici choisir « < h* ce qui n’ajoute aussi pas des
erreurs a I’approximation Ej,.

Comme d’habitude, on choisit comme espace discrete X, des éléments finis d’arétes de
type Thomas-Raviart Ry, avec k = 1,2. Le probleme (& ﬁi‘m g,v) est bien posé, lorsque
a, est coercive dans Xj,.

K. Brodt/UMA
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6 Equations de Maxwell en deux dimensions avec une solution singuliére

Ci-dessous on va étudier trois cas : on varie « a 1 fixé, on varie h a « fixé et, finalement,
on varie les deux / et «.

a h fixé Commencons par le premier cas. D’abord on fixe le pas & du maillage et on va
varier le parametre « et calculer les erreurs relativesﬂe%(l:" ), €)(rot E) et €l°*(E). Nous
représentons sur la figure ci-dessous les évolutions des erreurs relatives en fonctions du
parametre « en échelle logarithmique pour & = 0.008 avec I’approximation R;.

Convergence avec A = 0.45a h fixé Convergence avec A = 0.15 a h fixé

I I I
109 i
| | 100
_3 [ |
8 10 | 7 10—3
5
oF]
L:E( 10_6 I N L | 1076
—— €(E) —— €)(E)
1079 = e(rotE) || | —=—¢)(rotE) |10~
o &M(E) o el (E)
107124 | | \ H | | \ |
10°1 1077 1073 10! 10° 10=7 1073 10! 10°
Parametre « Parametre «

On remarque que €))(rot E) dépend linéairement du parametre « en échelle logarith-
mique. Pour cette raison on peux jouer avec le parametre & de maniere a ce que l’erreur
du rotationnel du champ Ej, soit petite et n’influence pas la norme complete. On voit

encore que €/°'(E) et €} (E) restent pareils pour x < 1071

a o fixé On fixe maintenant le parametre « et on va varier le pas h du maillage et calculer
les erreurs relatives. Nous représentons sur la figure ci-dessous les évolutions des
erreurs relatives en fonctions du pas & en échelle logarithmique pour « = 1072 avec
I"approximation R.

Convergence avec A = 0.45 a a fixé Convergence avec A = 0.15 a  fixé

i T T T 1 F T T T E 100
| '/././W ) E .‘_".’_’.’_—._9_1—3.:_’4. E
1| 1! ]
o 1 11071
"’é E —o— Oeg(E) i —e— 062 (E)
S‘:}J 102 +eh£§totE) - +€h£§tOtE) 10-2
8 i € (E) ; = & (E) |
10*3 -o. = = = = ——1#H E ; H/I/'/.//. ;
10—2.5 10—2 1071.5 10—2.5 10—2 1071.5
Pas h Pas h
Méme silanorme || - ||y yor ) de 'erreur diminue, on voit ici que la norme || rot Ep[ |12y

ne varie pas et cela pourra donc poser les problemes lorsque le pas h devient plus petit.

rot (E) — [|E=Ep| g (rot00) 1 [[rot Epl ;2

; / : N, 0 _
3. ol €] MEMamen) et relative complete dans H(rot, Q0) et € (rot E) =

HEHH(rot,Q) ’

K. Brodt/UMA
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1.2. Passage aux équations stationnaires de Maxwell

a = a(h) On est finalement dans le troisieme cas. On va maintenant choisir le paramétre

a qui vérifie une condition du type a < h*, par exemple, le premier choix est & = h},, =
h et le deuxiéme est a = K. . Nous représentons sur la figure ci-dessous les évolutions
des erreurs relatives en fonctions du pas h en échelle logarithmique avec les éléments

finis R;.

Convergence avec A = 0.45

Convergence avec A = 0.15

T T r I I I ]
—=— ¢ (rot E) i 1
10*1 H—e— erOt(E) t
v e | e(®)
§ i 1| = €%(rot E) 101
& 0.45 1 e GZOt(E)
-~ 0.3 i
1072} ” ’
O L | | | L [ [ [ . 0.0].
10-25  10-2 10°1% 0.00316 0.01  0.0316
Pas h (a = h%ax) Pash (a = h%ax)
Convergence avec A = 0.45 Convergence avec A = 0.15
‘ T & T T T 7
[ am | o4 Il e eslBe—
4l —=—¢)(rot E) 0 ]
;5 r e i h -1 0.1
5 1|-#€)(rotE) '
& 0497 ||+ e(p)
- i 0.3 i
102} T
| | | | . | | 10.01
10-25  10-2 10-15 0.00316 0.01  0.0316
Pash (a =h). ) Pas i (a = Ity,;,)

Comme on a vu dans le premier cas ¢! (rot E) dépend linéairement du parametre a en
échelle logarithmique. Avec notre choix du parametre « = i* on constate que la pente
de la convergence du rotationnel du Ej, est égale a A lorsque A = 0.45. Par contre, pour
A = 0.15 on voit que la pente est 2A et ce reste la question ouverte. Pour améliorer

V'erreur on choisit comme parametre a = h . .

On va regarder maintenant qu’est-ce-que passera avec l’approximation R,
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8 Equations de Maxwell en deux dimensions avec une solution singuliére

Convergence avec A = 0.45

Convergence avec A = 0.15

_ h 0.4 i |
1071 || —=¢€)(rot E) / 1l |
| e eIot(E ]
.| /< ) [~ ) loa
a : 048 1|-=€)(rotE) ]
= ) t
i = e
I 0.2 )
102 g ] -
e | | Il = | | 1001
1025  10-2 10-15 0.00316 0.01 0.0316
Pash (a = I, ) Pas h (& = I,;,)

L'erreur €)(rotE) reste identique que avec l'approximation R4 et ne dépende pas
d’ordre de I'approximation. Bien que I'ordre de convergence soit A cela poserra des
problémes lorsque 'ordre de I'approximation k devient plus grand. Il s’en suit que le
parametre a doit en dépendre. Néanmoins on prend « = k. pour les deux approxi-
mations R et R, car cela ne contribue pas significativement a l’erreur €[°*(E) en deux
dimensions (ce qui n’est pas vrai en trois dimensions!).

1.3 Comparaison

Maintenant on a tous pour comparer les différentes méthodes. Nous rassemblons sur
une figure (ci-dessous) les convergences des erreurs relatives pour le champ E en norme
L2 de toutes les méthodes, car les erreurs sur le rotationnel du champ sont suffisamment
petites par rapport les aux autres pour ne pas contribuer aux erreurs totales.

Convergence avec A = 0.45 Convergence avec A = 0.15

‘ = 9 2.51
0.35 158
10-05 |- 0.38 '
: 0.4 - 11
=
& -1
s 107t 0.44 IF -/‘//.O/Ijm/' -10.631
)i - 013 | 0.398
—1.5 | .’/ — .’”"
10 | | | L ‘ ‘ ‘ 10.251
10-25  10-2 10-15 0.00316 0.01 0.0316
Pas h Pas h

—o—ed(orotg) P;—=€)(E) Ry — Pr; > €)(E) Ry
——eY(orot) Pr;—+€)(E) Ry — Po;-*-€)(E) R»

On remarque que le champ obtenu par le potentiel (E;, = o rot ¢,) a l'erreur relative la
plus grande. Les champs obtenus par l'introduction du multiplicateur de Lagrange et
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1.3. Comparaison 9

par la méthode de la pénalisation avec le choix du parameétre a = . ont d’erreurs
relatives identiques, par contre avec 'approximation R, on peux aller plus loin avec la
pénalisation que avec le multiplicateur, et 'avantage de la pénalisation ne se réduit pas a
cela! On gagne encore en stockage et en temps du calcul. Ci-dessous nous représentons
le stockage (degré de liberté de I'approximation) et le temps du calcul en secondes
(ici on a le temps d’assemblage des matrices plus le temps de résolution du systéme
linéaire)ff|

Approximations R — P; (barre de gauche) et R; (barre de droite)

6 [
B 130
% 105; = 90,220 &
[«P] =
% - 0615 4 120 g
':8 104 E 7756 5,762 a
5o g 1,992 110 &
é') 103 ; L 1473 E&')
] [on] o] M M g
| 20.31 5.77 3.92 1.32 0.86 0.31 0.01
I I I ,_’
0.002 0.004 0.008 0.016 0.032 0.064
Pas h
Approximations R, — P, (barre de gauche) et R, (barre de droite)
7 | | | | | | - 50
1,689,770
6 — 1,206,530
N 10 ? |:| 420,786 140 —
ﬁ I — 3&296 \U)/
¢9] [
= 105) [ 139 g
() =
:GO.) E | 26835 19,098 1 20 8-4
b 10% | £
8 E 4,858 | 10 E2
L ] 1,170
103 § | o | [s876 21.69| | 6.6 425 | |1.55 M 003 10

0.002 0.004 0.008 0.016 0.032 0.064
Pas h

On voit bien que les tailles du probleme sont comparables avec le multiplicateur et sans
lui, par contre les temps sont tres différents. La pénalisation est jusqu’a trois fois plus
rapide, quand la taille augmente et sans la perte de précision !

Pour chaque approximation on représente ci-dessous les tableaux avec le nombre de
degrés de liberté (DOF), éléments non-nuls de la matrice (NNZ), I'erreur relative €;°*(E)
pour A = 0.45 et le temps de résolution de systeme linéaires (CPU). Chaque ligne
correspond au méme pas h.

4. en pratique le temps d’assemblage est beaucoup plus que le temps de résolution.
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10 Equations de Maxwell en deux dimensions avec une solution singuliére
Ri—P R1
DOF NNZ €°(E) CPU DOF NNZ €°(E) CPU
493 5359 260_; 0.014 359 1,715 2.64_4 0
1,993 22,309 194_; 0.001 1,474 7210 1.97_4 0
7,741 87,811 1.44_; 0.006 5,765 28,505 1.46_; 0.002
30,633 349,869 1.06_; 0.033 22,894 113,830 1.07_; 0.007
120,585 1,381,917 7.80_, 0.158 90,278 450,110 7.90_, 0.038
483,725 5,553,227 5.70_, 0.888 362,473 1,809,805 5.77_, 0.142
N dof(R1—P1) NNz ~.
ME A~ 115 —él(of(;%l)l ~1.33 M x5
Ry— P, R
DOF NNZ €°'(E) CPU DOF NNZ €°Y(E) CPU
1,663 36415 144_; 0.002 1,170 13,188 1.51_; 0.001
6,853 152,965 1.06_; 0.009 4,860 55,608 1.11_; 0.002
26,851 604,531 7.84_, 0.042 19,110 220,140 8.14_, 0.007
106,733 2,413,645 575, 0.212 76,100 879,688 5.96_, 0.026
421,085 9,543,229 4.23_, 0.993 300,500 3,479,656 4.38_, 0.123
1,691,115 38,369,659 —1.000 -1 1,207,390 13,993,436 3.20_, 0.53
-~ dof(Ro—Pa) nnz
mE 225 dofARz T2} et~ 14 iof ~ 115

D’apres ces tableaux on voit que 1’on obtient les erreurs identiques avec méme pas h
en utilisant ces deux méthodes, cependant la pénalisation consume plus moins des
ressources calculatoires.

1.4 Adaptation de maillage

Dans cette section on va étudier la convergence dans le cas du maillage adapté a pos-
teriori. On va utiliser la stratégie classique d’adaptation de maillage [7, p. 91]. On fixe
d’abord le maillage 7;10 uniforme avec un certain pas h. Pour n > 0, chaque maillage

7T, sera obtenu a partir du maillage 7;1”_1 a l’aide d’adaptation de la solution obtenue

sur le maillage 771”_1 pour n > 0. Ci-dessous nous comparons le cas d’adaptation du
maillage avec les maillages uniformes que nous avons utilisés précédemment.

1.4.1 Potentiel

Commengons par le potentiel. On ne représente que l'erreur 62(43) dans les figures
ci-dessous. Dans la premiére ligne on a I'approximation P; et dans la deuxieme ’ap-

proximation P,. Rappelons que le pas i est maintenant défini comme (N7)~ /2, ot Ny
est le nombre des triangles du maillage.
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1.4. Adaptation de maillage 11

Convergence avec A = 0.45 Convergence avec A = 0.15
f f 1107
o 107¢ f
— g 1
=) [ i -
]
§ = B B
S0 - |
I Lo Lol 77 Lo Lo tlo*z
1072 10~ 1072 107!
Pas h Pas h
Convergence avec A = 0.45 Convergence avec A = 0.15
F T T T T T r T “”“ilofl
1072 ¢ il E
© i 1l ]
E 1073 E EI |
<] F E
= r ]
M - ]
10-4} 11072
1072 1071 102 107!
Pas h Pas h

—o—¢)(¢) P uniforme; =€) (¢) P, adapté

On peut réaliser 8 — 9 adaptations du maillage uniforme initial et puis chaque démarche
ultérieure d’adaptation détériore la structure du maillage. On voit que 'ordre de conver-
gence est plus grand et que 'erreur est plus petite que dans le cas du maillage uniforme.
De plus, avec le méme pas h = 1072 I'erreur sur le maillage adapté est plus petite
de 1 ordre que sur le maillage uniforme, par exemple, pour A = 0.45 et I'approximation
P, on a 1073 contre 10~ 2.

1.4.2 Multiplicateur de Lagrange

Comparons maintenant la convergence avec le multiplicateur de Lagrange. Comme
habitude dans la premiere ligne de la figure ci-dessous on a les approximations R1 — P;
et dans la deuxieme on a I'approximation Ry — Ps.
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12 Equations de Maxwell en deux dimensions avec une solution singuliére

Convergence avec A = 0.45 Convergence avec A = 0.15
- T = 10—0 2
10701 * 0.1
0.44
2 10798 - 1 410704
S
E o101 2 2
H 0.9 | /J048 N 1070.6
10—1.2 - . (
| | | | | |
10—2.5 10—2 1071.5 10—2.5 10—2 1071.5
Pas h Pas h
Convergence avec A = 0.45 Convergence avec A = 0.15
] ] ] ]
0.4
107! i ] 10705
W : i
! I |
) L |
<]
=
- | | 10-!
]‘072 ‘? | | B | |
1025 102 1015 102 10152

Pas h Pas h
——¢)(E) Ry — Py uniforme; =€) (E) Ry — Dy adapté

Dans ce cas on ne gagne pas trop en 'ordre d’erreur, par contre on peut 'atteindre
plus vite.

1.4.3 DPénalisation

Finalement nous sommes arrivés a la méthode de pénalisation. Dans le cas du maillage
uniforme on a pris comme le parameétre « = k. qui est suffit pour que I'erreur sur
le rotationnel ne contribue pas significativement a l’erreur totale sur champ. Dans ce
cas on va analyser les erreurs € (E) et € (rot E) avec choix différents du parametre
«. Dans les figures ci-dessous nous représentons la convergence de Ej, et rot E;, avec
o =h.  o=h* eta=h?  enutilisant 'approximation Ry (R; dans la premiere
ligne, R, pour la deuxiéme).
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1.4. Adaptation de maillage 13

Convergence avec A = 0.45 Convergence avec A = 0.15
i | 710°
1071} ElS ]
i 1F 11071
MET A L 1
5 107 f
g i 1 11072
S0 Lg3es |
I Eg s = E 1073
10_4 ; | | | | é i | | * | | i
10—2 1071.8 1071.6 1071.4 10—2 1071.8 1071.6 1071.4
Pas h Pas h
Convergence avec A = 0.45 Convergence avec A = 0.15
1071 ; I ; E I I I I E ]_OO
1072 i i % é 1071
w I : 102
— i 1 F 4100
g 107}
2 § 1 1
" 104 : s {107
g s 1 357+ |
I ot 4 ] I - 7
107° ¢ o« ERE os-c oo E 10
] 10‘—1.8 10‘—1.6 1OL1.4 10Li2 10‘—1.8 10‘—1.6 10‘—1.4 10‘—1.2
Pas h Pas h
—— e)E) Ry (a =h}.); eXE) Ry (a =h2L); —o €V(E) Ry (a = h2,,)
——€(rot E) Ry (a = h}, ); € (rot E) Ry (a = h2} );-o-€)(rot E) Ry (x = h2,))

On voit que les erreurs € (E) avec les paramétres différents restent quasi-identiques. Par
contre, comme il fallait bien s’y attendre, les erreurs €)(rot E) dépend d’a. A la lecture
des résultats, il est préférable de choisir « = h*} pour des raisons de précision et de
nombre des niveaux d’adaptations.

Comparons maintenant la convergence de la méthode de pénalisation avec a = h2} .

Dans la premiere ligne de la figure ci-dessous on a l'approximation R et dans la
deuxiéme on a I'approximation R;.
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14 Equations de Maxwell en deux dimensions avec une solution singuliére

Convergence avec A = 0.45 Convergence avec A = 0.15
10-06 B ‘ 11002
© 10798 |- uin
-
S
E o107 : ;
H - /AO.SZ 11006
10-12 | | ’
| | | = \ | ‘ a 10—0.8
10—2.5 10—2 1071.5 10—2.5 10—2 1071.5
— 1,2) 27
Pas i (a = h2} ) Pas i (x = h2} )
Convergence avec A = 0.45 Convergence avec A = 0.15
10_1 | 0.45 i - 1070.4
o |
§ : : = . 1070.6
a i ]
- 1.68
i 1+ 110038
1072 L \ \ \ ] | \ \
10—2.5 10—2 10—1.5 10—2.5 10—2 10—1.5
Pas h (a = W2} ) Pas h (a = W2} )

——¢)(E) Ry uniforme; =€) (E) Ry adapté

144 Comparaison

Pour chaque approximation on représente ci-dessous les tableaux avec le nombre de
degrés de liberté (DOF), éléments non-nuls de la matrice (NNZ), I’erreur relative eZOt(E )
pour A = 0.45 et le temps de résolution de systéme linéairesﬂ (CPU). Chaque ligne

correspond au méme pas h.

R1—P Rq
DOF  NNZ ¢€°(E) CPU DOF NNZ €°(E) CPU
1,212 10,692 1.74_1 0.001 705 3,435 1.73_4 0
2,608 23,447 1.20_1 0.002 1,546 7,624 1.16_1 0
7,088 64,516 7.57_, 0.005 4584 22,776 7.00_, 0.001
18,179 166416 5.04_, 0.014 11,409 56,889 491 , 0.004

~ do (R —P ) ~ nite ~

B m9 CofRy R 16 dof %5

5. le temps d’assemblage est plus petit que 1 seconde dans tout les cas.
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1.5. Résumé 15

Ry— P, Ra
DOF  NNZ ¢€°(E) CPU DOF  NNZ ¢€°(E) CPU
2,774 47,620 741, 0.003 1498 17,060 7.46_, 0.001
5810 101,092 3.94 , 0.006 3,242 37252 3.93_, 0.001
11,516 201,652 2.025 0.012 6,784 78,272 1.97_, 0.002
25,160 442,450 113, 0.032 13,410 155,076 1.19_, 0.008
Ny dof(Ry—Py) nnz .
i~ 175 St R L7 dof ~ 115

D’apres ces tableaux on voit que 1’on obtient les erreurs identiques avec méme pas h
en utilisant ces deux méthodes, cependant la pénalisation consume plus moins des
ressources calculatoires.

1.5 Résumé

Nous avons réalisé 1'étude numérique de la résolution des équations stationnaires de
Maxwell en deux dimensions avec une solution singuliere. On a résolu ce probléme
par deux approches : par le potentiel ¢ avec les éléments nodaux et le calcul direct du
champ E avec les éléments d’arétes. Dans la premiere approche on a obtenu que le
potentiel approché ¢, converge avec ’'ordre 2A en norme L? et un peu moins que A
en norme H'! vers ¢. Cependant le champ, calculé par E;, = o rot ¢, a une précision
mauvaise par rapport au calcul direct du champ (la deuxiéme approche). Dans la
deuxiéme approche il fait prendre en compte la contrainte de la divergence nulle. Pour
cela on a utilisé deux méthodes : I'introduction du multiplicateur de Lagrange et la
méthode de la pénalisation. Dans le premier cas on a obtenu que le champ Ej, converge
avec l'ordre A en norme H(rot) en utilisant les approximations Ry — P, de premier
et deuxiéme ordre. Dans la deuxieme méthode de pénalisation, en faisant varier le
parametre de la régularisation &, on a obtenu que I’erreur du rotationnel du champ Ej,
dépend linéairement en échelle logarithmique du parametre « a pas fixé, autrement dit
rot E;, converge avec l'ordre de 'exposant d’a en norme L? pour les approximations
Ry De méme a pas h varié et a « fixé I'erreur € (rot E) ne change pas. Pour ces raisons
on a choisi comme le parametre « = h’. (sur les maillages uniformes) pour obtenir
I'ordre de la convergence au moins A. Cependant l'erreur € (rot E) reste identique et ne
dépend pas de l'ordre d’approximation Ry, mais pour le probléme bidimensionnel elle
est suffisamment petite pour ne pas contribuer a I'erreur totale €/°*(E).

Enfin, nous constatons que la méthode de la pénalisation avec le choix du parametre
a = ). nous donne l'ordre de la convergence A pour le champ Ej, en norme L? et en
norme H(rot) et la méme précision que la méthode de point selle, mais qu’en outre elle
est plus performante que cette derniére du point de vue du calcul numérique (nombre
d’inconnues, temps calcul).
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Chapitre 2

Equations de Maxwell en trois dimensions avec une
solution singuliere

2.1 Equations de Maxwell

Dans cette section on va résoudre les équations stationnaires de Maxwell qu’avant mais
en trois dimensions. A la différence des équations dans le chapitre précédent on va les
résoudre en présence de charges, c’est-a-dire que le champ E doit vérifie divcE = p
avec une certaine fonction p € L2(Q). Soit QO domaine borné de IR® obtenu a partir du
domaine bidimensionnel du chapitre précédent avec un prolongement en direction de

l'axe OZ, autrement dit QO = | — a,a[*x]0,4[, 2 > 0. On a donc

Trouver E € H(rot, Q) telle que
rotrotE = 0 (Q),
() divcE = p (Q),
Exn = g (0Q),

avec certaine fonction a valeurs vectorielles g € L?(9Q)) a valeurs tangentielles et une
fonction scaliare p € L2(Q)).

On utilise la fonction ® obtenue dans le chapitre prééedent pour trouver la solution
exacte du probleme (&). On prend E = V¥, ot la fonction ¥ = ®f avec f ne dépendant
que de z. Ona évidemment que rot E = rot VY = OetdivoE = f divy; 0V, P + (7@327]2(.

2
Le premier terme est égal a 0. Et on prend donc comme la fonction p = (TCD% € L2(O),
car 0 € L*(Q) et () est un domaine borné.

2.1.1 Multiplicateur de Lagrange

On omet les détails décrits en premier chapitre et on passe directement a la formulation
variationnelle discrete

Trouver (Ey, p,) € X; x VY telle que
((50./1}{/) a(Eh,vh) + b(vh, ph) = 0 Vo), € XO,

b(Ep,qn) = Iqn) Yan €V,
Eynxn = g (0Q2),

16



2.1. Equations de Maxwell 17

ot les formes bilinéaires a(Ej, v;) = [, rot Ey.rotvy, b(v,p) = [, 0v),.Vpy, etla forme
linéaire I(g;,) = — [, pqn- On prend comme les espaces X, et X) les éléments finis
d’arétes de type Nédélec Ny en trois dimensions et comme d’habitude les éléments finis
nodaux de type Lagrange Py pour I'espace de multiplicateurs V¥, avec k = 1,2.

Ci-dessous on représente la convergence du champ Ej, et rot E; avec l'approxima-
tion N7 — P;.

Convergence avec A = 0.45 Convergence avec A = 0.15
100F | ‘ 1 ‘ ‘ 1
1071 ¢ el 10.1
| 40 PR 1o
2 02| T eliotE) | 282 || elotE) | 285 1001
2 < 7 (E) |ms [17< @ (E) | |
103 1 +0.001
E | E i | E

10~ 1014 10-12 10-! 0.0251 0.0398 0.0631 0.1
Pas h Pas h

Convergence avec A = 0.05

100

101

10~2

Erreur €

1073

| | | |
1071.6 1071.4 1071.2 1071
Pas h

Pour tous A on voit que l'erreur €)(rot E) converge plus vite que €))(E) et donc elle
ne contribuera pas significativement a l'erreur totale €}°*(E). On trouve 'ordre de

convergence !/, + A pour Ej, en norme L?.

2.1.2 Pénalisation

La démarche dans la section du chapitre précédent ne fonctionne pas en présence
de charges. Les auteurs de [5] ont proposé 'approximation suivante

Trouver E;, € X}, tel que
(2%) | au(Epvp) = a(h)(0Vxpop) Yo, € XY,
Eyxn = g (0Q2),
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18 Equations de Maxwell en trois dimensions avec une solution singuliéere

avec la forme bilinéaire a,(Ey, v,) = [ rot Ej.rotvy, + a(h) [, 0Ej,.v, ot le parametre
a(h) > 0 dépend que de h et la fonction ), est la solution du probleme

Trouver xj € V) telle que
JaoVxnVin = — [oopn Vi € V).

Comme dans le cas du multiplicateur de Lagrange on discrétise les espaces X, et X
avec les éléments finis d’arétes de type Nédélec Vy et I'espace V9 avec les éléments finis
nodaux de type Lagrange P, aveck = 1, 2.

(2V)

On représente ci-dessous les résultats de convergence du champ E;, et rot E; pour

a = I avec I'approximation Nj.
Convergence avec A = 0.45 Convergence avec A = 0.15
I I ] ] ] I I
= alE) | g
—=— ¢V (rot E) " o 11
10705 H o ro = 1
© > €f°Y(E)
> — 10.631
]
-
= 1L N
= 10 be 10398
15| m- i | 10251
10 | | | | | | | |
10-16 10-14 10-12 10-! 0.0251 0.0398 0.0631 0.1
Pash (a=h). ) Pas h (& = It),;,)

Pour A = 0.45 on voit que la pente de €} (rot E) est plus petite que la pente de €} (E)
est cela peut poser des problemes lorsque le pas h devient plus petit. Pour A = 0.15
V'erreur est trop grande et donc le choix @ = k', ne convient pas dans ce cas. On va
donc essayer avec & = h?}

min*
Convergence avec A = 0.45 Convergence avec A = 0.15
100 ‘ ‘ ]
E h

w B +10.631
=] ]
2 ]
& ]

3 1 10.398

1t 10251

10-16 1014 10-12 10-1 0.0251 0.0398 0.0631 0.1
Pas h (a = h%} Pas I (a = Iy}

nﬁn) nﬁn)
On voit ici que pour A = 0.45 tous est bon, par contre pour A = 0.15 ce ne convient

. A 1
pas encore. On essaie avec & = hm;/ 2

A = 0.45, car ils sont peu distincts de w = h

et & = hy,;,. On n’affiche pas les résultats pour

2A
min®
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2.1. Equations de Maxwell 19

Convergence avec A = 0.15 Convergence avec A = 0.15
I I ]
10—0.2 I
10.316
2 1070.4 -
5
s 0.6
10754 1r - 10.1
H W —e— 62 (E)
10798 | 1 s —=—¢)(rotE)
Ol > €/°Y(E) }10.0316

1016 10714 10-12 10-1 0.0251 0.0398 0.0631 0.1
Pas h (a« = h)‘+1/2) Pas hi (& = Fin)

min
1
Avec le choix « = hgjn/ 2 la vitesse de convergence de €) (rot E) est identique a €} (E),
mais elle contribue l’erreur a totale €/°(E). Avec & = h,,;, on obtient qu’est-ce-qu’on
veut! Est-ce-qu’il suffit ce choix d’a pour A = 0.05? Ci-dessous on représente les
convergences avec les choix différents du parameétre .

Convergence avec A = 0.05 Convergence avec A = 0.05
& &

100.2 = ‘ qr ‘ 11.58
100 | 1 I
10,0_2 | iNE +10.631
10—0.4 = —— €2(E) i —— €2(E) 0-598

, —=—¢e)(rotE) || | —=—¢)(rotE) | | 551
1006 | —— €;l°t(E) | —o— GZOt(E)
| | I I | | I I
10-16 10-14 1012 101 0.0251 0.0398 0.0631 0.1
Pas h (& = hyy) Pash (a = M)
Convergence avec A = 0.05 Convergence avec A = 0.05
[ B [ [ [ [ E 1
100 {] e z
: 247 40.1
10705 e €2(E) 11 - e €2(E) |
—=—¢(rotE) | | | p —=—¢f)(rotE) [10.01
—e— €°Y(E) ||| > €°Y(E) |
I E B
0

| | I | | I I
10-16 1014 10-12 10-! 0.0251 0.0398 0.0631 0.1

Pas h (& = W2 1) Pas i (& = Iy, )
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20 Equations de Maxwell en trois dimensions avec une solution singuliéere

A la lecture des résultats et si on est capable de calculer sur des maillages fins en trois
dimensions, le choix du parametre & = h,,;,, est suffit pour ne pas contribuer a l'erreur
totale du champ Ej, avec l'approximation N7. Par contre, si on est limité, il est préférable

. . o 2
de choisir &« = hmin'

On passe maintenant a l'approximation A;. On représente ci-dessous les résultats
obtenus avec le différent choix de parameétre «.

Convergence avec A = 0.45 Convergence avec A = 0.15
I ] ] I
023—"2 |4
10795 |-
W 10.631
=
=
& 101} > -10.398
M gt h
./////0/4’1)7/, 10.251
10715 | | | S | | 10159
1014 10~12 10-1 0.0501 0.0631 0.0794 0.1
Pas i (a = h}. ) Pas h (& = Iy,;, )
Convergence avec A = 0.45 Convergence avec A = (0.15
I I T i T T =1
L % 10.631
W
=
5 10.398
g
- I
10.251
./0.447/'
| B - ]0.159

| | | | | |
10-13 1012 1011 101 0.0501 0.0631 0.0794 0.1
Pas h (a = h?} Pas h (a = I3

min) min)
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2.1. Equations de Maxwell 21
Convergence avec A = 0.45 Convergence avec A = 0.15
I I ] T
—o— 62(E)
—=—cY(rotE) ,
© | —o— e;'lot(E) -10.398
-
=
g
(= - 10.251
/
- 10.159
| | | | | | | |
10-13 1012 10-11 101 0.0501 0.0631 0.0794 0.1
1 A1
zx:h%;/z) Pash(oc:hm;/z)
Convergence avec A = 0.45 Convergence avec A = 0.15
I ] ]
—o— Gg(E)
- 10.316
72
w h ),
-
3 7
]
g
= N 10.1
1013 10-12 10-11 107! 0.0398  0.0631 0.1
Pas h (lX = hmin) Pas h ([X = hmin)
Convergence avec A = 0.45 Convergence avec A = 0.15
I I ] T
e €)(E) /‘ 10.398
—a-¢Y(rot E
I Tl
w —— ¢°(E) 0.251
3
= 5 10.158
i3
N 10.1
| —0.0631

| | |
10—1.3 10—1.2 10—1.1 10—1

_ 1,A+1
&= hmin )

0.0501 0.0631 0.0794 0.1

Pas h (« = b1

min
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22 Equations de Maxwell en trois dimensions avec une solution singuliéere

Convergence avec A = 0.45 Convergence avec A = 0.15
| —e— 52 (E) -1 0.398
|||-=€Y(rotE)
h
. e emt(E) 2.13 10.251
-
2 e 10.158
& |
N 10.1
| | | | L | | | | | 0.0631
10-13 1012 1011 101 0.0501 0.0631 0.0794 0.1
Pas h (x = b2 ) Pas h (a = b2 )
Convergence avec A = 0.45 Convergence avec A = 0.15
H e 62 (E) -1 0.398
|||-=€Y(rotE)
L h |
. . aoi(E) 22 0.251
5 e 10.158
-
a 1 101
N -10.0631

| | | | | |
10-13 1012 10-11 10-1 00501 00631 0.0794 0.1
Pas h (& = 2 Pas h (a = h?

min) min)

Pour A = 0.45 le choix différent du parametre « n'influence pas a I’erreur totale €}°*(E)
a partir d’a = I). . La pente de €’ (rot E) est plus grande que €)(E) et donc avec les
maillages plus fins on attend que l'erreur €))(rot E) deviendra plus petit que l’erreur

€Y(E). Par contre, pour A = 0.15 le choix du parametre & = h). eta = h*} ne

min min
1

convient pas. Aussi a la lecture des résultats on voit qu’a partir « = hgjn /2 ]a pente de

l'erreur €} (rot E) est plus grande que €)) (E) et la diminution ultérieure de parametre a

n’influence pas a l'erreur totale de champ E. On constate donc pour les deux cas que le

choix du parametre o = h,,;, se révele meilleur.

2.2 Comparaison

Ci-dessous on représente une comparaison des deux méthodes. On n’affiche que la
convergence d’erreur €} (E) avec les approximations A7 — P pour le probleme point

selle et NV et NV, pour la pénalisation avec parametre & = ;.
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2.2. Comparaison 23
Convergence avec A = 0.45 Convergence avec A = 0.15
0.94 i 10.631
10—0.5 - .
w = 10.398
-
S
2
A1071) 2l 10.251
s N 10.159
10 L | } |

| | | | | |
1016 10-14 1012 10-1 0.0251 0.0398 0.0631
Pas h Pas h

>-€YE) N7 — P; =€) (E) N1 = €)(E) N,

0.1

Pour premier ordre on obtient que l’erreur relatives sont identiques avec ’approxima-
tion V] — P; et avec V7. Lordre de convergence égal a 0.94 ~ 1/, + A pour A = 0.45 et
0.7 ~ /5 + A pour A = 0.15. Pour le deuxiéme ordre d’approximation N> on obtient
'ordre de convergence 1.3 pour A = 0.45 ce qui est plus grand que avec premier ordre,
par contre, on a I'inverse pour A = 0.15 o1 on obtient 1’ordre 0.37 plus petit que avec
premier ordre 0.7. Toutefois danstous les cas 1’erreur avec N, est plus petite que celle
avec M.

Pour chaque approximation on représente ci-dessous les tableaux avec le nombre de
degrés de liberté (DOF), éléments non-nuls de la matrice (NNZ), I'erreur relative €;°*(E)
pour A = 0.45 et le temps de résolution de systeme linéaires (CPU). Chaque ligne
correspond au méme pas h.

Nl—Pl Nl
DOF NNZ €°'(E) CPU DOF NNZ €°Y(E) CPU
1,626 34,652 6.55_1 0.003 1,186 16,672 6.55_1 0.001
14,331 340,239 3.09_; 0.055 10,887 167,427 3.09_; 0.039
45,383 1,112,348 2161 0.339 34913 550,703 2.16_; 0.186
109,282 2,724905 1.62_1 4.165 84,624 1,353,504 1.62_; 0.756
—_ dof(R1—P1) nnz
HE N 245 les fez ~ 15
N2
DOF NNZ €°(E) CPU
5920 232,568 4.10_; 0.012
57,030 2,381,820 9.71_,  0.363
185,470 7,874,420 5.78_, 146.602
ZT”J? ~ 40

D’apres ces tableaux on voit que 1’on obtient les erreurs identiques avec méme pas h en
utilisant ces deux méthodes, cependant la pénalisation consomme beaucoup moins de
ressources calculatoires.
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24 Equations de Maxwell en trois dimensions avec une solution singuliéere

2.3 Résumé

On a fait les expfiences numeriques pour la résolution du probléeme stationnaire des
équations de Maxwell en trois dimensions. On a utilisé deux méthodes, le multipli-
cateur de Lagrange et la pénalisation. Les deux méthodes nous donnent méme ordre
de convergence et le méme 1'ordre d’erreur avec premier ordre des éléments finis. Par
contre. la pénalisation est plus efficace du point de vue du calcul numeruque (nombre
d’inconnues, temps calcul) comme en deux dimensions. Par rapport du choix de pa-
rametre de régularisation «, les résultats numériques nous dictent qu’il doit dépendre
de A et vérifie les relations & < i), pour A = 0.45 en utilisant leséléments finis \] et

o< hﬁﬁn en Ny. Pour A plus petit on doit diminuer « et prendre a = h,y;,,.
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Chapitre 3

Probléme aux valeurs propres des équations de Maxwell

Dans ce chapitre on examinera le probléme aux valeurs propres pour le champ élec-
trique E dans un domaine borné de R? avec d = 2,3. Si I'on fait discrétisation de la
condition sur la divergence du champ, par nature d’équation une valeur propre nulle
A correspond au champ non nul E = V¢. Lorsqu’on intéresse aux valeurs propres
non nulles on doit se débarrasser en quelque sorte de tous champs scalaires ¢ tels que
E = V¢. L'idée consiste a projeter orthogonalement 1'espace Hy(rot, Q) sur l'espace des
champs a divergence nulle qui n’ont pas une composante gradient. On remarque que
cette projection nous de permet automatiquement prendre en compte la loi de Gauss.

3.1 Probleme électrique aux valeurs propres

Soit Q) un domaine borné de R? avec d = 2,3 de frontiere dQ) connexe. Le probleme aux
valeurs propres pour le champ électrique s’écrit

Trouver (E # 0,1) € X? x R telle que

(&) rotu 'rotE = A¢E (Q),
diveE = 0 (Q),
E Xn = 0 (aQ)/

ot 'espace X! = Hy(rot, Q), u et e sont les fonctions constantes par moreaux et telles
que 0 < tpmin < U < tmax < 00, 0 < €pin < € < gy < 00 et n un vecteur normal unité
a la froniere d() dirigé a I'extérieur du domaine Q).

d
Remarque 1. La condition div eéE = 0 dans Q) est équivalente a (E, V¢), & (eE,V¢) =0
pour tous ¢ € H}(Q), otx (-, -) est un produit scalaire dans L?(Q2).

On passe a la formulation variationnelle
Trouver (E #0,A) € X? x R telle que
(Ev.a) a,(E,v) = A(E,v), YoeX’,
(E,Vgq), = 0 Vg e VO,

ot la forme bilinéaire est a, (E,v) = [, 4 ' rotE.rotv, et VO = Hj(Q).
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26 Probléme aux valeurs propres des équations de Maxwell

3.2 Décomposition orthogonale de I’espace Hy(rot, ()

Soit A une valeur propre nulle. Alors, si E est la fonction propre du probleme (&y »), on
a E= V¢avec¢ € VO puisque rot u L rot E = 0[9], si (V¢, Vgq), = 0 pour tous g € V°.
Donc l'espace VV? = {v € XY : 3¢ € Vletv = V¢}, qui est bien un sous-espace
de XY grace a la séquence exacte, contient des fonctions propres E du probleme (& A)
si (E,Vq), = 0 pour tous q € V. Mais, si on suppose que (E = V¢,0) avec ¢ € V°
est la solution du probleme (&y ) ), on a forcement ¢ = 0 dans (), car la condition
(V¢,Vq), = 0pour g = ¢ € V' entraine ¢ = 0. Il n’y a donc pas de valeur propre nulle.

Pour cette raison on décompose l’espace X a deux sous-espaces orthogonaux VV? et U°,
L

ou U’ = {u € X°: (u,Vq), = 0¥g € V}. On a donc X° = VV? & UY. Cette décom-

position est valable car I'espace VV? est fermé dans X° et I’espace U = (VVO)L. Ce

dernier espace U contient les fonctions a e-divergence nulle. On définit 'operateur de

projection orthogonale Py : X? — UY. Soit E = V¢ +uavec ¢ € V0 etu € U, donc
PUE = u.

Soit maintenant A une valeur propre non nulle. Si E = V¢ + u est la solution du pro-
bleme (& 1) on a toujours, d’apres la contrainte (E, Vq), = 0Vg € VY, que ¢ = 0 dans
). Donc on peut se placer dans la formulation variationnelle suivante

(W 1) Trouver (u # 0,A) € U° x R telle que
viA a,(u,v) = AMuv), YoeU°
ou bien (E.A) 0
Trouver (E, 1) € X" x R telle que PyE # 0
(Z8va) a,(E,v) = A(PyE,v), VoeX°.

L’avantage de cette projection est, en premier lieu, a supprimer toutes les valeurs propres
nulles(A =0=E € VV? = PyE = 0) et, en deuxieéme lieu, a éviter la contrainte sur
la divergence du champ.

3.3 Discrétisation et la forme matricielle d’opérateur de
projection

Soit X, un sous-espace de H(rot,()) de dimension fini. On passe maintenent a la
formulation variationnelle discrete

(@gk ) Trouver (Ej, Aj) € Xg x R telle que PﬁhEh # 0

VA ay(Eh,vh) = /\h(P[hjhEhr vh)s Vo, € Xg,
avec X)) = X, N Hy(rot, Q2). On prend comme I'espace X, un espace des éléments finis
d’arétes de type Raviart-Thomas en 2d ou Nédélec en 3d de premier ordre. De méme,
on choisit V) = V;, N H}(Q), avec V), un espace d’éléments finis de Lagrange nodaux.

Soit 7, une triangulation de demaine (), Q = |, K;. On notera par n un nceud de
triangulation 7, et par e = {m,n} une aréte. Soit N un ensemble de noeuds n et £
d’arétes e. | NV et | €| sont les cardinals. On définit un opérateur frontiere d (voir [[10])
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3.3. Discrétisation et la forme matricielle d’opérateur de projection 27

qui prend une aréte e = {m, n} et qui donne une somme n — m. Cet opérateur peut
étre représenté par une matrice d de dimension |N| x |€|, qui est bien creux avec les
coefficients 0, —1 ou 1. Par exemple, pour un triangle K avec les nceuds [, m, n et avec

ces trois arétes e; = {I,m}, e = {m,n} ete3 = {n,l} onade; = -1 +m, de; = —m +n
et des = —n + [ et la matrice d = Gf, ol
1 m n
—1 1 0\ &
G:(Ge,n):( 0 —1 1) e -
1 0 —1/ ¢

Soit {w’}, une base de X, et {w" },, une base de 1’espace des éléments finis nodaux V,.
Donc pour toutes fonctions Ej, € X, et¢, € Vyona E, = Y, Mo(Ep)w et ¢y, = Y, apw”,
ott M,(E;) = [, Ej,.t un moment sur l'aréte e qui joue un role degré de liberté d’espace
X, et &, = ¢p(n) une valeur de ¢, au nceud n — degré de liberté d’espace V. On écrit

i
les décompositions orthogonales discretes X;, = VV2 ® Uy avec U, = {v;, € Xj, :

L
(on, Vi), = 0, Vpy € VO}, et X0 = VV) & UY, avec U) = {v;, € X} : (v), V), =
0, Vpy, € V9}. Dans notre cas E;, = V¢, + uj, développe comme

ZME(Eh)we = Zochw” + ZMe(uh)we.
e n e
D’apres le lemme 3.6 de I'article [10] on a Vw" = ), G, w° et alors

Mg(Eh) = ZGe’ann + Mg(uh) Ve E 8),

ol £ un ensemble des arétes intérieures. De méme on note N; un ensemble des sommets
intérieurs. On récrit cette équation sous la forme vectorielle. On note les vecteurs

Eq o U
E - 7 & - V4 u - . v
Eig Q|| U,

avec E; = M;(Ey,) et U; = M;(uy,). On a donc
E=Ga+U.
On effectue le produit scalaire de E;, = V¢, + uy, par v, € VV, et on obtient

(Ep, o), = (Vop, vp),-

I existe une fonction g;, € V), telle que v, = Vgy,. Puisque c’est valable pour toutes
fonctions v, on prend g, = w" et on a alors

(Ep, V"), = (V¢y, Vw"), Vw".
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28 Probléme aux valeurs propres des équations de Maxwell

Le terme a gauche est

(Ep, V'), =Y Ee(w’, V'), car E; = Y E.u*

= iEe(we,ZGE/,nwe/)g car Vo' = Zée@nwe/
z o o

=Y Gpp ) Ee(uwf, we/)S
o ¢

=Y G n(ME)y (M5)ere = (w0,
>

= (G'M;E)» Gerp = (G-

C’est-a-dire, (E;, Vw"), est la n*™¢ composante de G'M:SE, ott ME est la matrice de
masse d’arétes de taille |£;| X |&;].

De méme, le terme a droite est

(Ve V'), =Y _au(Va'™, V'), car , = Y _ apw”
=) an(KS),, (KS)nm = (Vw", V'),
m
= (Ks#),,,

ou K¢ matrice de rigidité nodale de taille |V;| x |N|.

Finalement, on a G'MSE = K. Soit (]Kg)f1 une matrice inverse de K§, donc & =
(K£) " 'G'MEE ou bien pour U = E — G& = (I; — G(K£) 'GME)E. On a obtenu donc
'opérateur 73{_‘]}1 sous la forme matricielle

P¢ = I; — G(K%) 'G'ME.

A la fin, on récrit le probleme (32(5”‘1/ ,) sous la forme matricielle équivalente

Trouver (E, A;,) € RI&l x R telle que P?E # 0
(]PIE)\) He ePER
KZE = A, MEIPEE,

ot K} est la matrice de rigidité d’arétes de taille || x |&;|, (K§)4 = (rotw?, rot w*)

pt

Les tests numériques nous montrent que les valeurs propres correspondant aux gra-

dients V¢ (ou Ga), ot E = V¢ + u (ou E=Ga~+ UI), sont instables. Pour cette raison
on stabilise le probleme (IPE)) en ajoutant le terme yIM§ avec v > 0 & gauche. On passe
donc au probléme

(PET) Trouver (E, A}) € RIé! x R telle que IP°E # 0
A (Kf + yME)E = A} MEIPEE.

Pour obtenir les valeurs propres A, du probleme (PE,) on soustrait naturellement
v de A}, autrement dit A} = Aj, + . Donc ces deux problémes (PE,) et (PE)) sont
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3.4. Tests numériques 29

équivalents. En effet,

KY 4+ yME)E = (K4 4 yME) (G + U carE =Ga + U
a a
= K/Ga + yMEGRE + (KE 4 yME)U car rotV- =0
A
=0
= AJMEPEE = (A, + 7)MEPE(GR + U) car Aj, = Ay + 7y
= (A 4+ 9)MEPEG A + (A + v)MEPU  car IPE est une projection.
-0 —0
On a donc

YMEGE + KA U + yMEU = A,MEU + yMEU,

ou bien
YMEGE + KA T = A MEL.

On effectue le produit scalaire dans R/%il, noté (-|-), par G& et on obtient
v(MEGR|GR) + (KEU|GR) = A, (MEU|Ga).

Puisque la matrice K& est symétrique et K/G = 0, et les vecteurs U et G& sont orthogo-
naux, on a alors

y(MiGR|GR) = v||Ga|| =0 = G& = 0.
Finalement, on a E = U et donc le probleme (PE)) devient
(K + MU = (A +7)M P
=U
ou bien
KYU = A,MEU
KYPE = A, MEPE
KYE = A,MEIPEE.

On utilise ici P°E = U et le fait que KYG& = 0 ou la méme chose K/ (I; — IP¢)E = 0.

3.4 Tests numériques

Dans cette section on résout le probleme (IPIEK) avec v = 1 en deux dimensions dans

méme géométrie damier comme dans le premier chapitre Q) = | —1, 1[2 C R% On
prends e = e3 = 1ldans QU Oz ete = e = &4 = o~ lavec o > 1dans Q, UQy et
u = 1 dans tout (). On va utiliser les espaces discrets de type Raviart-Thomas de premier
ordre R1. De plus on utilise des maillages non-uniformes et raffinés au point (0,0).
Ci-dessous on répresente le maillage avec un pas h = 0.2 et h = 0.01 au point (0, 0).

1. On utilise ici le logiciel Matlab
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30 Probléme aux valeurs propres des équations de Maxwell

Y

l2_x

On prend ¢ = 10 et ¢ = 100 (ou ¢ = 0.1 et ¢ = 0.01). Dans ce cas la singula-
rité du champ E est 0.39 et 0.127 respectivement, autrement dit E € H*¥(Q) et
E € H%?(Q). Ci-dessous dans les tableaux on représente dix premiéres valeurs
propres non-nulles. Dans la premiere colonne on a les valeurs propres "exacte" A,
obtenues d’apres le site web|| Dans la deuxieme colonne on a les valeurs propres Ay,

du probleme (PE) ) avec l'opérateur de projection IP et dans la troisieme colonne on a

I'erreur relative Mm‘h'. Le nombre de degrés de liberté est égal a 1372 (ou |&;| = 1372).

La dimension de l'espace V'V est égale a 445.

o =10 (H*) o =100 (H®127)

A An |A*/\h‘/‘/\| A An IA—/\hl/w
4.534 4542 1.854_3 4.893 4906 2.663_3
6.25 6.116 2.153_, 7.207 7.238  4.403_3
7.037 7.065 4.031_3 15.537 1048  3.255_;

22.342 22.258  3.738_3 24.462 24415 1.949_3
22.679 22.741 27443 24.487 24598 4.517_3
26.095 26.064 1.208_3 27.757 27.879  4.391_3
26.509 26.666 5.914_3 29.647 27971  5.651_,
40.488 40514  6.461_4 44.249 44398 3.361_3
42.651 42.697  1.090_3 44.435 44525 2.028_3
55.882 55.332  9.845_3 63.596 63.058 8.462_3

Pour ¢ = 10 on voit que la deuxiéme valeur propre A, = 6.116 (A = 6.25) a l’erreur 2%
par rapport aux toutes les autres qui ont moins que 1% d’erreur. Pour ¢ = 100 on voit
que la troisieme valeur propre A; = 10.48 (A = 15.537) a 'erreur 32.5%, dii a trés forte
singularité de la solution au point (0,0).

3.5 Résumé

La difficulté du probléme aux valeurs propres des équations de Maxwell pour le champ
électrique E est lié avec le fait que l'opérateur rot possede un noyau de dimension
infinie. Dans ce cas les méthodes numériques habituelles nous donnent beaucoup de

2. https://perso.univ-rennesl.fr/monique.dauge/core/index.html
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valeurs propres nulles associées aux gradients de noyau. Dans ce chapitre on a construit
un opérateur de projection orthogonale sur le complément orthogonal du noyau. On a
reformulé le probleme aux valeurs propres stable en utilisant cet opérateur de projection
othogonale et on a supprimé toutes les valeurs propres nulles. Plus précisément on a les
envoyé a l'infini. Cependent il reste un probleme de l'inversion de la matrice de rigidité
nodale K¢, présentant dans 1'opérateur de projection P = I; — G(K¢%) _1GtIM§, olt on
peut continuer 1’étude sur ce probleme.
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